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Ueber  e inen l in iengeometr ischen Satz.  
Von 
F. KLEIN in Leipzig. 
(Aus den GSttinger Nachrichten vom 20. M~,rz 1872).*) 
Start die Coordinaten _Pik der geraden hinie im Raume als zwei- 
gliedrige Determinanten aus den Coordinaten zweier Punkte oder 
Ebenen zu definiren, kann man sie bekanntlieh auch als selbst~ndige 
Ver~nderliche auffassen, welche an eine Bedingungsgleichung zweiten 
Grades : 
2 -~- PimP34 "~ P1324~  ~142~3 ~ 0 
gebunden sind. Bei diesem Ausgangspunkte nts~eht die Frage, ob 
jeder algebraische Liniencomplex dutch eine zu 2 ~ 0 hinzutretende 
algebraische Gleichung definirt werden kann, oder ob nicht zur reinen 
Darstellung des Complexes gelegentlich mehrere Gleichungen erforder- 
lich sin& Ich_ werde nun im Fo]genden zeigen: dass allerdings zur 
Darstellung eines algebraischen Liniencomplexes immer eine zu _P ~ 0 
hinzuiretende Gleichung geniig~. Die zum Beweise nothwendigen, sehr 
einfachen Ueberlegungen, wie sie im Nachstehenden auseinandergesetz~ 
sind, kSnnen voraussichtlieh fiberhaupt bei der Untersuchung analoger 
Fragen**) Anwendung finden und scheinen dadurch ein allgemeineres 
Interesse za besitzen. 
Rein analytisch gefasst, lautet der zu beweisende Satz fo]gender- 
*) Ich bringe nachs~ehend vier ~ltere Arbeiten yon mir, die bisher nut 
b'eil~ufig pubiicirt waren, zum Wiederabdruck, indem ich glaube, dass dieselben 
auch heute noch ein gewisses Interesse haben, und ich in absehbarer Zeit doch 
jedenfalls nicht dazu komme, die in ihnen behandeRen Themata, wie ich es 
ursprtinglich vorhatte, welter auszuffihren. Der Wiederabdruck ist, you ganz 
unbedeutenden sprachlichen Aenderungen abgesehen, ein w5rtlicher. Ein paar 
Citate, welche ieh jetzt hinzugeflSgt habe, sind durch das in Klammern beigeffis~ 
Datum [Febr. 1883] kenntlieh gemaeht. Klein. [Febr. 1883.] 
**) Ieh erinnero bier an eine Betraehtung, welehe ~ayley gelegent, tich 
anstellt (Quart. Journ. t. HI. 1860, p. 234), und die sich darauf bezieht, class nieht 
auf allen atgebra~chen Fl'~chen unvollst~ndige Darchsehnittscurven gelegen aei= 
k~nnen, 
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reassert: Aus einer a]]gemeinen*) Mannigfaltigkeit yon f'dnf Dimensionen 
ist eine MannJgfaltigkeit yon vier Dimensionen durch eine quadratische 
Gleichung mit nicht verschwindender Determinante**) 
P~--0  
ausgeschieden. Jede in ihr enthaltene algebraische Mannigfaltigkeit 
yon drei Dimensionen kann durch eine zu P-~-0 hinzutretende alge- 
braische Gleichung dargestell~ werden." 
Start dieses Satzes mSgen wit gleich den folgenden, ihn ein- 
schliessenden beweisen: 
,,Es sei eine allgemeine Mannigfaltigkeit yon n Dimensionen ge- 
geben, wo n~4,  und aus ihr eine Mannigfaltigkeit yon (n~ 1) 
Dimensionen durch eine quadratische Gleichung: 
P~-0  
abgeschieden. Jede in der letzteren enthaltene algebraische Mannig- 
faltigkeit yon (n -  2) Dimensionen kann dutch eine zu xP = 0 hin- 
zutretende algebraische Gleichung darges~ellt werden, falls nwht alle 
aus den Coeffidenten yon 1 ) zusammengesetzten fii freihigen Unterdeter- 
minanten verschwinden." 
Diese Bedingung ist in dem urspriinglich aufgestellten Satze be- 
friedig%, insofern dor~ die (sechsreihige) Determinante yon /) selbst 
nicht verschwindet, um so weniger also ihre fiinfreihigen Unterdeter- 
minanten sRmmtlich gleich Null sin& 
Der Beweis des allgemeinen algebraisehen Satzes mag zunKchst 
fiir n-~-4 gefiihrt werden~ wo also die Bedingung die ist, dass die 
Detexminante yon P nicht versc]~windet. Bei einem beliebigen lassen 
sich hinterher dieselben Betrachtungen anstellen, fiir n ~---4 haben 
wir nur den Vorzug~ den Ueberlegungen~ wie im Folgenden geschehen 
soll, ein anschauliches geometrisches Bild zu Grunde legen zu k6unen. 
Das e.inzelne Element der gegebenen Mannigfaltigkeit yon vier 
Dimensionen sei durch die relativen Werthe der fiinf homogenen Ver- 
/~nderlichen 
9 xl~ x.~ x~, x4~ x s 
bestimmt. Man wird dieselben immer (und auf unendlich viele Weisen) 
so w~hlen kSnnen, dass die gegebene quadratische Gleichung zO~ 0 
(deren Determinante nicht verschwindet) die folgende Gestal~ annimmt: 
x / -{ -  x /A -  x3 ~ + x / - t -  x /~- -  O, 
oder, indem man 
*) A//geme/n mag eine Mannigfattigkeit yon ~ Dimensionen heissen, deren 
Element yon unabMt~3ig gedav~en Parametern abh~kagt. 
**) Diese n~here BestJmmang ist zugeffig~, well sie die quadratische Glei- 
chuag, sofern ihre Eigenschaften hier in Betracht kommen, vollst~ndig charaktermirt. 
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setzt: 
Das Element: 
x 4 -{- i% : p, x 4 - -  ix~ : 
x,: ~ x~_ ~ ~ x4 ~ + ~q ~ O. 
x 1=0,  x.~=O, x ,=O,  p~O,  
welches im Folgenden ausgezeichnet werden soil, ist dabei ein unter 
den fibrigen der Mannigfaltigkeit /~ ~ 0 angehSrigen beliebig aus- 
gew~ihltes. 
In der nunmehr hergestel]ten G]eichungsform kann die Mannig- 
faltigkeit _P-~-0 ohne Weiteres auf eine allgemeine Mannigfaltigkeir 
yon drei Dimensionen eindeutig abgebildet werden, gauz dem ent- 
sprechend, wie die Abbildung einer Fl~che zweiten Grades auf die 
Ebene dureh Projection yon einem Punkte der Fliiche aus erfolgt. 
Man setze n~imlich, u~lter 
~,, ~2,~3, ~4 
die homogenen Coordinaten eines Elementes einer alIgemeinen Mannig- 
faltigkeit yon drei Dimensionen vers~anden: 
#q = _ (fl 2 + ~') -it- ~a2). 
Die allgemeine Mannig'faltigkeit yon drei Dimensionen mag jetzt 
durch den Punktraum vorgestellt sein~ die ~ mSgen also homogene 
Punkteoordinaten bedeuten: dann ist die gegebene Mannigfaltigkeit 
P ~ 0 durch die vorstehenden Gleichungen eindeutig auf den t)unkt TM 
raum abgebildet. Dabei tritt im Panktraume in fandamentaler Ke.gel- 
sehnitt auf: 
dessen Punkten jedesma| oo 1 Element~ der gegebenen Mannigfalfigkeit 
P~ 0 entsprechen. Anderseits sind s~mmtliehe tibrige Punk'~e der 
Ebene 
~,----0 
einem einzigen Elemente der. Mannigfa]1~igkei1~ /) -O, dem Elemen~e: 
xj-----O, x~---O, x3 :0 ,  i~--O 
zugeordnet, welehes, in Analogie mit dem larojeetio~slaun]~e b i, der 
Abbildung der Fl~chen zweiten .Grades, im folgenden das ~Projections- 
element heissen mag. 
Ffig~ man nun zu _P ~ 0 eine weitere algebraisehe Gleichung, die 
yore m ten Grade sein mag; 
f~=0 
hinzu, so erh~lt man im Punktraume Ms Bild der beiden Gleichungen 
genfigenden Elemente eine Fl~he yore Grade 2m, welche den funda- 
mentalen Kegelschnitt m-fach enthiilt. Voa~ dieser Bildfl~ehe kaaa 
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sich gelegentlich, einfach oder mehrfach z~ihlend, die Ebene ~4 ~0 
absondern. Es tritt dies dann and nur dann ein, wenn das Projections- 
element selbst der  Mannigfaltigkeit Q-~-0, als gewghnliches oder 
singul~ires Element, angehSrt. Abet dies k5nneu wir immer vermeiden, 
da es uns ja frei steht, auch wenn die MannigfalNgkeit Q ~--0 bereits 
gegeben ist, das Projections'element unter den Elementen yon P ~ 0 
zu w~hlen, wie wir wollen. Es bildet sich also allgemein die Mannig- 
faltigkeit: 
P~-0 ,  Q~0 
als eine Fl~iche vom 2 m ten Grade ab, welche den fundamentalen Kegel- 
schnitt zur m-fachen Curve hat, und die Ebene desselben i  nicht dem 
]~egelschnitte angehSrigen _Punkten icht lrifft. 
Es ist aber auch umgekehrt ersichtlich, dass jede FIKche 2mten 
Grades~ welche diesen Bedingungen genfigt, den vollst~ndigen Durch- 
schnitt yon ~P-~-0 mit der durch eine hinzutretende Gleichung Q=0 
vorgestellten Mannigfaltigkeit repr~entirt. Denn die Gleichung einer 
solchen Fl~che muss in j edem Gliede die Ausdrficke ~4 und (~12~ - ~2 -Jr ~3 2) 
zusammen in tier mten Dimension enthalten. Das einzelne Glled hat 
also, unter /~ eine Zahl ~ 0 und ~ m vers~nden, die folgende Form 
~ 9 (~,~- + ~_~- + ~')"-~ " ~(~,  ~2, ~3, ~), 
wo ~ eine homogene Function yore ~ten Grade der beigefiigten Argu- 
mente ist. Aber das Product: 
~ 9 (~,, ~2, ~3, ~) 
ist ersichtlich nichts anderes, als eine homogene Function ~ten Grades 
der Argumente 
~, ,  ~,_,~, ~, ,  ~-  
Jedes Glied der gegebenen Fl~chengleichung und also die Fl~chen- 
gleichung selbst ist mithin eine homogene Function m~en Grades der 
ffinf Argumente: 
~,  ~,  ~3~, ~4,  (~,~ + ~-~" + ~)" 
Man hat jetzt nut statt dieser Argumente bez. 
x~ x 2~ x 3~ p~ --  q 
zu setzen, um die Gleichung mten Grades 
~---~0 
derjenigen Mannigfaltigkeit zu haben, welche mit P~ 0 zusammen 
als vollst~ndigen Durchschnitt eine Mannigfaltigkeit bestimmt, deren 
Bild im Punktraume die urspranglich gegebene Fl~che ist, womit 
denn die Behauptung, dass die Fl~che das Bild eines vollst~ndigen 
Durchschnittes sei~ bewiesen ist. 
Eine beliebige in t )~-0  en~haltene algebraische Mannigfaltigkeit 
yon zwei Dimensionen, wird sich nun aher, - -  falls wit nic~t, was 
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wir immer vermeiden kSnnen, das Projectionselement tinter ihren 
Elementen wBhlen - -  nicht anders als eine solcke Fl~icke abbilden kSnne~ 
die den vorgenannten Bedingungen geniigt. Denn die Bildfl~iehe'muss, 
der Annahme fiber die Lage des Projeetionselementes entspreehend, 
die Ebene 64 ~ 0 in keinen anderen Punkten, als in den Punkten 
des fundamentalen Kegelsehnittes treffen, und das ist, weil tier Kegel- 
schnitt ein irreduc~ibeles Gebilde ist, nicht unders mSglieh, als wenn 
sie yon gerader Ordnung ~ 2m ist~ und den Kegelsehnitt als m-faehe 
Curve enthMt. 
Hiermit ist der Bewels unseres Satzes fiir n ~ 4 gefiihrt. Seine 
wesentliehen Momente mSgen bier noeh ausdrfieklich zusammengefasst 
werden~ es sind die folgenden: 
1) dass im Punktraume ine irreducibele Fundamentalcurve auftritt~ 
2) dass eine dureh die Fundamentaleurve gelegte Fli~ehe (die 
Ebene ~4 = 0)"ein einzelnes, beliebig anzunehmendes Element des 
darzustellenden Gebildes repr'~entirt, 
3) dass es nut auf das Verhalten der Bildfl~ehe zum Fundamental- 
kegelsehnitte ankommt, ob eine i~ angehSrige Mannigfaltigkeit 
yon zwei Dimensionen als volls~ndiger Durehsehnitt gefasst werden 
kann. - -  
Unser Sehluss wiirde dagegen sofort ungfiltig werdenj wenn der 
Fundamentalkegelsehnitt reducibel ware, also in ein Geradenpaar zer- 
fiele. Denn dann kann man Fl:d~hen yon der Ordnung (m'+ m") 
eonstxuiren, welehe die Geraden bez. m'- und m"-faeh enthalten. Die- 
selben treffen, wie verlangt, die Ehene des Kegelsehnittes nur in 
Punkten des Kegelschnittes, aber vollsti~ndige Darehsehnitte wiirden 
sie erst dann vorstellen, wenn m' ~-m" wiire. 
Dieses Zerfallen des fundamentalen Kegelsehnittes tritt nun gerMe 
dann ein, wenn die Determinante der Form ~P versehwindet, und 
mnsste desshalb beim Beweise unseres Satzes diese MSglichkeit aus- 
driieklieh ausgesehlossen werden. In der That, hat xP eine versehwin- 
dende Determinante (und zun~ehst noch keine versehwindenden U ter- 
determinanten), so kann man ihm die Form geben: 
0 ---- xt 2 + xz 2 + ~oq, 
die Abbildungsfunetionen werden: 
Ox~ ----- i l ia ,  qx~ = f2f4, ex~ .=f3 f4 ,  qp= ~i~, 
Oq ~- - -  (i~:q-f22), 
und der fundamentale Kegelsetmitt wird: 
f4 -~ O, ~1: + ~2" -~ 0, 
ist also "in ein Linienpaar: 
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~,=o, ~,+ i~ =o, 
zerfallen. -- 
Auf ganz ~hnliehe Weise, wie nanmehr der Beweis unseres Sa~es 
fiir n ~---4 geftihrt und das Niehtverseh~vinden der Determinante als 
nothwendige and hlnreichende Bedingung erkannt wurde, erledigt sich 
die Frage flit. ein be]iebiges n. Ist erstlieh n-~-3, haben wir also 
eine Fl~ehe zweiten Grades, so entsteht bei der Abbilduug derselben 
auf die allgemeine Mannigfaltigkeit der n~iehst niederen Dimension 
ohnehin ein reducibeles Fundamentalgebilde, aueh wenn die Deter- 
minante der Fl~iche nicht verschwiudet, n~mlich ein Punktepaar. A~f 
F15chen ~weiten Grades findet unser Satz desshalb l'~eine Anwendung*). 
Dagegen gilt der Satz allemal, wenn bei der Abbildung der Mannig- 
faltigkeit s ~- 0 uuf die allgemeine Mannigfaltigkeit you (n --  1) Di- 
mensionen -- eine "Abbildung, die sich immer in gleicher Weise ge- 
staltet - -  ein irreducibeles Fumtamentalgebilde auftritt. Hierzu ist 
das Niehtversehwinden der aus den Coefficienten yon xP gebildeten 
fiinfreihigen D.eterminanten die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung. Als Fundamentalgebilde tritt n~mlieh eine Mannigfaltigkeit 
yon (n -  3) Dimensionen auf~ welche aus einer allgemeinen Mannig- 
fa]tigkeit yon (n --  2) Dimensionen dutch eine quadratische Gleichung 
abgesebieden w]rd. Soil das Fundamentalgebilde zerfallen, so ist dazu 
das Versehwinden aller aus den Coefficienten der Gleichung gebildeter 
dreireihiger Unterdeterminanten dieBedingung; und dies Verschwinden 
tritt dann und nur danu ein, wenn ein Gleiehes bei den ftinfreihigen 
Unterdeterminanten derurspr/inglicheu quadratischen Gleichung / )~ 0 
der Fall war. JHiermit ist denn unser allgemeiner Satz flit ein be- 
liebiges n, insbesondere das in ibm enthaltvne liniengeometriscl~e Th orem, 
bewiesen. 
Ieh will bier yon der auseinandergesetzteu Theorie noch zwei 
weitere geometrisehe Anwendungeu geben. Die erste bezieht sieh 
wieder auf Liniengeomeirie. Man verbinde n~mlieh mit der quadra- 
tischen Gleichung, der die Liniencoordinaten zu geniigen haben: 
P=O, 
eine lineare. So hat man einen linearen Complex, den man auch in 
der folgeuden Weise bestimmen kann. Aus der linearen Gleiehung 
nehme man den Werth einer der Vergnderlichen, ausgedrfiekt in den 
fiinf anderen, und substituire itm in ~P-----0, wodurch eine neue 
quadratisehe Gleichung ~ '~ 0 entsteht. Der lineare Complex er- 
*) Ebensoweifig gilt der Satz ffir Kegelscbnitte, wie ohne Weiteres er- 
sichtlich. 
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scheint dana als durch diese Glelchnng aus einer allgemeinen Mannig- 
faltigkeit yon vier Dimensionen ausgeschieden. Die Determinante 
yon P '  verschwindet nicht, wean der lineare Complex ein allgemeiner 
ist; sie verschwindet dana und nut damn, wenn er ein specieller 
wird*). Wir erhalten also den folgenden Satz: 
Congruenzen, weir, he einem aZlgemeinen linearen CompZexe an- 
geh6ren, k6nnen als vollstiindiger Durchsehnitt desselben mit einem 
anderen CompIz.xe dargestellt werden. 
Fiir den speeiellen linearen Complex gilt aber der Satz fiicht 
mehr. Ebensowenig wird der analoge Satz gelten, wenn wir za der 
Gleichung des linearen Complexes eine weitere llneare Gleiehung hin- 
zufiigen und die durch beide dargestellte lineare Congruenz in's Auge 
fassen. Auf einer llnearen Congruenz giebt es in der That Linien- 
fl~iehea~ welehe sich nicht als vollstiindiger Durehschnit~ der. Con- 
gruenz mit einem hinzutretenden Complex darstellen lassen. Es sind 
dies diejenigen, welche die Leitlinien der Congruenz ungleich oft 
enthalten. 
Eine zweite geometrische Anwendung bezieht sich auf die Dar- 
s~ellung des [~aumpunktes dutch die relativen Werthe seiner (mit ge- 
wissen Constanten multiplicir~en) Potenzen mit Bezug auf f'finf Kugeln, 
welche Herr L ie  in Ankniipfung an die Abbildung des linearen Com- 
plexes dlese Naehrichten 1871 n. 7, p. 208 gegeben hat, wiihrend sie 
Herr Darboux  bereits friiher (1868) in einer der Pariser Aeademie 
eingereichtea Abhandlung aufgestellt hatte, die abet noch nieht ver- 
5ffentlicht ist (ef. Darboux  in den Comptes Rendus 1871. Sept.) 
Der Punkt wird durch fiinf homogene Coordinaten dargestellt, welehe~ 
eihzeln gleieh lqull gesetzt, ftinf linear unabhi~ngige Kugeln vor- 
stellen, und diese Coordinaten sind an eine Bedingungsgleiehung 
zweiten Grades mit nieht verschwindender Determinante gekntipft. 
Der Ptmktraum ist hiernaeh das Bild einer Mannigfaltigkeit~ die aus 
einer al/gemeinen Mannlgfaltigkeit ~,oa vier Dimensionen durch diese 
quadratisehe Gleiehung abgeschieden wird; es liegen also genau die 
*) Es" braueht kaum darauf hingewiesen zu werden, dass die eben vor- 
getragene Abbfldung einer Mannigfaltigkeit _P = 0 yon drei Dimensionen auf 
den Punktraum mi~ tier Abbildeug des linearen Complexes auf den Pur, ktraum 
gleichbedeu~end ist, welche Herr ~ 5th er in den Gfttinger l~achrichten 1869. Nr. 15, 
gegeben und die Herr Lie seinen metriseh-projectivischen Untersuehangen zu 
Grunde gelegt hat. Ich mfchte an dieser SMile ausdrficklich auf die Abbildung 
des speeiellen linearen Complexes hinweisen, welche die Theorie der Fl'~chen 
mit einer mehrfachen Geraden mit derjenigen der Fli~chen mi~ zwei sich schnei- 
deaden mehrfachen Geraden in eine merkwiirdige Verbindung setzt, durch 
welehe z. B. die Zeu~hen'sehen U tersuehungen fiber die Flllchea mit einer 
mehrfachen Geraden (Mafia. Ann. ~ IV, 1) fiir die letztgena~ten Fl~chen ver- 
werthet werden klinnen. 
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Verh~ltnisse vor, wie wir sie eben bei dem Beweise des allgemeinen 
Satzes fiir n ~ 4 voraussetzten. Dem Projectionselemente entsprich~ 
die unendlich ferne Ebene des Punktraumes, der in ihr enthaltene 
imagin~re Kugelkeis ist der fundamentale Kegelsehnitt. Einer Ver- 
legung des Projectionselemen~es entspricht, wie man leicht sieht, 
eine Transformation des Punktraums dureh reciproke Radien. t]ier 
erhalten wir also: Jede algebraische _Fl~iche kann "vermSge Umformung 
dutch re~gpro]~e I~adien in eine solche iibergefiihrt werden, die dutch 
eine Gleichung zwischen den in t~e~e stehenden Coordinaten rein dar- 
gesteUt ~vird. Dagegen wiirde der entsprechende Sam bei einer ana- 
logen Coordinatenbestimmung ~a der Ebene nicht mehr richtig sein*). 
*) Man vergleiche die Arbeiten yon Lie und mir im ffinften B~nde der 
mathemat[schen A nalen, sowie Hrn. Darboux's im Jahre 1873 erschienenes 
Buch: ,,Sur une certaine famille de courbes et de surfaces" (Paris, Gauthiers- 
Vill~rs). [Febr. 1883]. 
